Uitwerkingen hoofdstuk 24 deelvwo B 1,2 6

Convergentie en limieten

De vergelijking van de lijn doédrenD is :y =-0,6x + 40= de r.c. is dus -0,6>

A—C=O,6:> AC=0,6CD
CD

De r.c. van de lijn dodd enBis 1= BE = DE. Verder geldBE = AC=
DE=0,6 .CD

Zie de figuur in het boekDE =u;, —d en CD =d -y Uit onderdeel b volgt dan :
u-d=0,6.0-w

Zie ook figuur 24.2=> d—-u, =HD =HG (wantder.c. =1) £F Er geldtEF =0,6 .DE
(want der.c. is -0,6) Er geldt dds-u, =0,6 . DE=0,6. (), —d)

d-u,=0,6.(u~-d) o o B
Ul—d:0,6.(d—q))}:d u,=0,6.0,6.d-y = 0,6 .0- y

Op dezelfde manier geldt, -d =0,6.(d- u,)= 0,6.0,6 .6— 4 ¥ 0,6.¢- y

Alsnis even geldtd —uy,= 0,6".d -4, ) ; Alsnis oneven geldtu,—d = 0,6".@d - u,)

Voor grote waarden vamgaat 0,6 naar 0= u, —d end —u, gaan dus ook naar8
Voor groten gaatu, naard en is dus begrensd.

DE
—=rc.=a =
AE u(n+1)

DE =a. AE

DE =BE(r.c. =1) =
d-u

AE=d -y
=d-u=a.(d-u) A

e er-----\D

TrekCF/l AE = G

DG
——=rc=a
CG

DG =a.CG ug ul u2

(o) B eSS E S

DG=d-uy u(n)
CG=BE=d-u=
d-uy=a(d-u)

Uit onderdeel a weten
we dat geldtd- u,=a.(d—u) =>d—-u=2a%.(d —w)




3a.

Zogeldtookd—u=a(d-u)=a>.d-u) end-u=ad-u)=a*.(d—u) = in het
algemeen geldt dusd:—y, =a" .(d — w)

TrekCE , BHen DI // AB y _
AF y=ax+b y=X
——=rc=a = AF=a.DF
DF
u—d=a.(w—d) Zo geldt ook: c
u—d=a.(u—d) =a’(u,—d) enz. E
= u,—d=a".(u—d)
Bij figuur 24.3 geldt dat A H
|al] <1 =a"- 0= erisduseen B
grenswaarde.
Bij figuur 24.4 geldtdagd > 1 =
steeds een toename geen D = |
grenswaarde. F
/ d uo ul u2
u, =-112u , +15¢ metu, =70 = |a| =|-1,12| > 1 eny, # u, = U, is geen dekpunt>
het is dus een divergente rij dus ook geen grerispun
u, =-0,12u_, + 84 metu, =70 = a| =|-0,12| <1 = het is een convergente rij. Voor het

dekpuntx geldt :x=-0,1%X+ 84 = 1,1X =84 = x = 75= de grenswaarde is dus 75.

u,., =0,98u, + 1C metu, = 70= |a| =] 0,98| < 1= het is een convergente rij. Voor het
dekpunt geldtx = 0,9& + 10 = 0,0% =10 = x =500+~ de grenswaarde is dus 500.

u,., =5u,—300 met|a| =|5| > 1 enu, # u, = u, is geen dekpunt> het is een
divergente rij en er is dus ook geen grenspunt.

u,=0,9u_, +10C metu,= 100  Dekpunt= x = 0,9 + 100 = 0,1 = 100 = X = 1000

= het dekpunt is 1000
v, =0,6n_, + 40C metv, = 100 Dekpunt= x = 0,6x + 400 = 0,4x =400 -« x = 1000

= het dekpunt is 1000
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Bij v, zie je
dat de webgrafiek met veel grotere sprongen naatdigunt gaat dan hi,.

|0,9] >]0,6| = de stappen bij, zijn dus groter.

u,=2.u_,—-8 met u,= 10

De rij is van het typeu, =au,_, + b a=2>1emy,=2.10- 8 =12 ongelijk aan 10
= U, = 10 is dus geen dekpunt. Uit dit alles volgtdatgegeven riji, divergent is.
We krijgen de termen : 10;12 ;16 ;24 ;40 ; =.u;, =12 ;u,=16 enu; =24



V,=a.V.+b metv,=10. De rijeru, env, hebben hetzelfde dekpuiht en de riju, gaat
twee keer zo sneb |v,—d|= 2|y~ d u,gaat twee keer zo sne}

lu,-d=2|y-d

}:a2=2c> a=—V2 D a=v2= |a| =v2

1) Alsa=v2 Het dekpunt vam, vinden we uit - 8 =x = het dekpunt is dus= 8
Nu moet dus ook de nj, als dekpunt 8 hebben V2.8 +b=8 < b= 8-8/2

Flotl Flotz Flot: o Uewd] wima
nMin=4 M| 10 10
U Blu -1 2+8 i K| i0.8z8
WlnMindBL18s % EE EEE?
F e B A =10 y ZE0 15
+E8-8J 2] E ;] 1931y
viaMinaBL1A: B 1144 | 24

S d=win—104+4, ] =0

Je kunt nu aan de GR zien dat het klopt.

2) Alsa=-/2 De rijenu, env, hebben hetzelfde dekpunt88 = /2.8 +b =
b=8+8V2
Nu weer controleren met GB

Flotl Flotz Flot: I WEna] wipd
2Min=8 (| 10 10
R BZ2ucn—1 248 % EE E'zi?iﬁ
uinMinaBLlas : 136 =5y
a2 -1 y ZHN 1'5
A+E+EL 02 c 3 =31y
uinMin BLlas B 114y 4
Sagled=win—104A, 1 =0
Zo te zien klopt het.
u,=a.u.,+b Y
a=1lenbz0 u(n+1)
Uit de tekening | y=X
blijkt dat er geen y=ax+b
convergentle IS. ¢
ud : : : i
ul uz u3d ud
u(n) X




Nu zie je in de figuur
heel duidelijk dat je
steeds weer terugkomt
in hetzelfde punt=>

er is dus geen
convergentie.

(n+1)

V=-

u0

ul

U., =+/2-U metu,=0

Dekpunt berekenen:

X=2-X = ¥=2- X
X*+x-2=0« (x+2)(x-1)=0-
x=-20x=1

= de rij convergeert zoals je kunt

zien naar het dekpunt=
limu, =1

n-oo

u(n+12

—

|un—:ll<1(T4 - -10%<u - 10* = 0,9998 y < 1,00

Voeru, in je GR in ,dan zie je dat

u;;~ 1,00011 > 1,0001 uy, = 0,9994 > 0,99999 ems~ 1,00003 < 1,000

vanafn = 14 geldt dusu, -1 <10*

=£+1 metu, =5
u

n

Bekijk de webgrafiek dan zie je
dat er convergentie is naar
waarschijnlijk 3. Berekening:

u

n+l

u(n+1)

w

ny

ulu3d 3

ud uZ 4




Los op :§+1:x -
X

X*=6+Xe X—-X-6=0<
(x=-3)(x+2)=0-=

x=30x=-2

De rij convergeert dus naar3 limu, =3

nN-oo

lu, -3 <10° - o FLETR

~10% <u, - 3< 10° - 1Yy =0y
2,999<u_< 3,001 ik .99k

_ ) 16 S 002
Nuu, invoeren en bekijk de tabel 1.'.I 2 HBEE

= daar zien we dat vanaf= 18 :
voldaan is aan de gestelde voorwaarde. 1 H . I:l l:l 1
R-LLL

L0y

paal Rl tty

12

n=2H
u = metuo -a

" 2Un_l -5 1

a=1 Inde webgrafiek zien we u(n+1)
duidelijk convergentie. . s

Nu berekening van dekpust

12 =X = 2X¥ -5x=12 = —
2xXx-5

2x*-5x-12= 0
D=121>

5+11 5-11
X= szT:

Xx=40x=-15= limu, =1,5

n- oo




b. Nuu,=a=5

10
u(n+1)
uz
ul u0
Ook hier zien we weer convergentie.
Berekening:2125= X = 2XX-5x=12= 2¢- 5% 12 ( D=121= x=5+TllD x:5_—41]
X_

= x=40x=-15= limu, =-1,5 = de berekening blijft hetzelfde als bij onderdeel a

n-oo

c. Uit de berekeningen zie je dat de rij constdifit bij a=-1,50a =4

d Nua=u=49=u-= 12 =2,5=>u,= 12 =1—2enditkanniei:>
24,9-5 22,55 0

alleen de termen, enu; zijn gedefinieerd.

e. De eerste 4 termen zijn gedefinieesdl, = 1—02 = vooru; geldtdus 2, =5« U, =25 =

12 12

2,5= A, -5=——=48- =98 u= 4 =
2u,-5 2 2,5 2 L
12 12 120 365 36
4,9= o - b=——="""4 - s - =
2u, -5 A 4,9 49 4, 49 . 98
312 (2u, -5).365= 12.98- @,- 5 1176, 00:1—17§
98 2u,-5 365 365
U, =5—88+ 2,52—300] = Bija=uy,= 3001
365 730 730



10. u,=acos(u,_, ) metu, =0

a=1=u,=cos(,,) Voerde rijin zoals in de linkse figuur teemiis. Duidelijk zie je in

de rechtse figuur dat de rij niet monotoon is. énvekebfiguur rechts zie je dat er wel
convergentie is. De limiet vinden we door de ogilag van cos x = X. Met intersect vinden

b. a=3=u,=3.cos(,,) metu, =0

Flakl Flotz Flotz
n»Min=A
?uinhEEcasiuin—l

WemMin BLa
L=
wiakinay=
=

U=Casiua-110

S

=
n=S40z0ss1 Y= BEFEEZEE

we X= 0,7391 = de limiet is dus 0,7391
Flati Flatz Flokz

nMin=H
gu(ﬂ}ElDE(u(n—lb
HemMin BLa:
R

vwinMina=
L=

u=Zcasiulin=-111

P LK
n=-2. 988977 Y=-z BELOz]

Je ziet ook hier dat het geen monotone rij is. dditvebgrafiek blijkt dat de rij wel
convergeert naar het linkse snijpunt van 3xjosi Via de optie intersect vinden we

X = -2,9381 = De limiet is dan ook -2,9381

c. Alsa=1,5damu,=1,5.co8f,.;) metu,=0

Flobl Flokz Flots
nMin=A

gt Bl Scos U

122

enMin2BLas
L=

winmblina=
L=

u=1.5cosiuc-111

=Y
n=A1872h0k Y= 11E/ 20k



11a.

Ook nu is het geen monotone rij. Aan de webgrafiele dat de rij niet convergeert. De
webgrafiek blijft rondgaan in de geplotte rechthoaar 2 punten.

Alsa = -2 danu, = -2.cos(,.,) metu, =0

Flotl Flotz Flot:
nMin=a

IuinhE'EcDEﬂuﬂn—

uinfin2BLa:

A=

wiakinay=

SWCRa=

U= -ZCasiuixn=-111

%ﬁ £

n="1./H818= Y¥=-1.7BH18:

De webgrafiek draait op een vreemde manier rom@tigount van de lijry =x en

y = -2.cosX). De rij is dus niet monotoon en ook niet convetgen

70

/o 20

40)

B80)

100{un




C.

12a.

10

De grenswaarde krijgen we door het oplosserdearergelijking:

x=-0,8x+100-~ 1,&= 100- x=::LL—Og < X= 5§ = de grenswaarde is dus5;

Voer verschillende waarden vaan . Steeds geeft de rij een grenswaarde van 0,5.
Alleen bijc = - 0,5 krijgen we alleen de waarde= -0,5 en verder bestaan er geen termen

van deze rij. Big = -1 krijgen we de constanterij:-1,-1,-1, .... = alleenvoorc =-1

zijn alle termen negatief.

Uit onderdeel a blijkt dus ook dat de rij vodeavaarden vaw niet gelijk aan -0,5
convergent is.

u,=45-u,_, metuy,=c enc<5

-1 0| u uz L2 3| 4lun 5|

10



b.  Alsu, niet bestaat dan moet gelden dattg <0 = u; >5 = er moet dus gelden :
J5-U, >5< 5-u,> 25= u,<-2( = voor alle waarden vammetc < -20 geldt dati,

11

up|

uz 2

13

wel bestaat , maar, bestaat niet.

= er zijn dus geen waarden van c zagatvel bestaat e, niet bestaat.

14a.

Alsu; niet bestaat dan geldt dat 5,< 0 = U, >5 < /5-u, >5 « 5-u;>25 =
u, <-20 Dan zou dus ook moeten geldeﬁ:— u, <—20 en dit kan natuurlijk niet.

un+1)

]

11



12

uin+1])

=

Zo te zien ontstaat er voor de waardenwamet -3<c <7 een convergente rij.

We gaan eerst op zoek de dekpurtef,25¢ —x + 1 =x =
0,25¢-2X%+1= 0o X¥- &+ & ( D=48=>

8—4J§DX: 8+ 4/ 3

5 S - x=4-2/30x= 4+ 2/ 3

De dekpunten bix =

Aangezien de parabool een as van symmetrie hgeftl? geldt dus dat je gelijke y-waarden
krijgt bij x=4+2/3=2+2+23 endusookbif =2-2-23=-2/3 =

divergentiebij ¢ >4+ 2V3 en bij c <-2V3

convergentie hebben we bij v2<c< 4 + 2/3

Alsc =-2V/3 dan krijgenwe derij:s¥8,4+2/3,4+ 2/3,4 + 2/3,....= constant.

Als c = 4 + 2/3 dan krijgen we de constante rij : 4v32 4 + /3,4 + 2/3,....

= divergentiebij ¢ >4+ 2V3 en bij ¢ <-2V3

Uit onderdeel b blijkt dat er convergentie i@vo—-21/3<c< 4+ 2/ 3

Voor waarden vaatussen -23 en 4 + 23 is er sprake van convergentie . Uit de
webgrafiek blijkt dat de termen wisselend grotekkner dan het dekpunt zijn. Er is dus hier
geen sprake van een monotone rij. Bij de grenzensprake van constante rijen.

Uit onderdeel b blijkt verder dat de rij monotdsrvoorc < -2/3 en voorc > 4 + 2/3

12



13

e. Vanafu,=4 - 2/3 is de rij constant. Dit moet gelden vaor 2= u, =4 - 2/3 = u, = V3
= 0,25u,,)" -u,+1= 2/ 2 Neemu,=c = 0,2x*~c+1-2/3=0 alles maal %
*—4+4-8/3=0 =D=(4F-4.1.(4-83)=16-16 + 3?3 =32/3=

C:4+\/232\/_3= 4+ 42/T3=2+2\/2_\/?3Dc= ¢\/23~d_3= 4 F% N Py

Voor deze gevonden waarden wais dus de rij vanaf = 2 constant.

15.a. Deriju, = is een nulrij omdat de waarde vain- 1 +1 gaat naar oneindig als

n®>-10n+1

n naar oneindig gaat. (Dit is duidelijk omdat defigk vanf(x) = x* — 10x + 1 een
dalparabool is.)

. 1 . ..
b. Derijv,= 2+—() is geen nulrij want de noemer neemt slechts waaade tussen 1 en 3
sin(n

aangezien een sinus altijd tussen -1 en 1 ligt.

16.. un:3+1 metn=1,2,3, ....
n

.. 1. .. 1 -
a. Derijv,= = is een nulri= u, =3+= gaat dus naar 3 voomaar oneindig= u, — ¢ gaat
n n

naar 0 vooc = 3.

b.  lim (3+1j =3
n-oo n

17. In dat geval krijg je een situatie van 0/0 dan kan het nog alle kanten op.

18.

13



19.

20.

1
8+0+0+0 8

.3 3 _ 3
lim lim —=——
o4+l new, 10140
1+
n
4+ﬂ+ 1
. (2n+1Y . 4P+ 4n+ 1 n m_ 4 0 0
lim=—; =lim 5 =lim = =
nee nf+l e pf4l o new 1 1+ 0
1+
n2
n(n+1)?> n(re+2m1) n+2d+n n
3 = =m o
nee (2n+1)°  n-e (2n+1)(47 + dnt+ 1) nee 8P+ 12T+ G 1n-e
n

1+0+0

1

e 1'(l+nj 1.0+ 0} _ 1

Nu een andere manier :

2+=
n

" (2n+1F nm( 1j3 - (2+0f 8

n- o

lim (3+%) ~(3+07 =9

500
lim—— =li ”1 -0
n-on°+ n~°°1+¥ 1+ 0
iim 292 = jim 10.(—2j =10.0= C
oo 31 nee 3

-06.2,7 0=

|imﬂ=nm(—g(i6] ]=-§o=o

Beduidend eenvoudiger !!!

14

14



21.

22

1
2+5+8+ 1k ..+ B+ 2) . (”+1) (2+a+ 2) 2(“

15

L 1+ 0)(0+ 3
S 003 g

1 2
1
u, :In(2+—2j metn=1,2,3, ...
n
.1 1
Voor grote waarden vanis 7 =0 = In(2+—2j ~In(2+0) =1In 2
n

n- oo

limin (2 +n_12j =In(2+0)=1In2

4n+ 4+ 0
—I n =4 =2
G n|~°° +1 Vi1+o0 va
n
Ilmsm( - O,8“j= sir{_ln— oj:_l
n-oco 6 2
3+4 .
I|mcos( j— limcos — 7 |= co%— j cos(B -
n-eo n n- o 1 1+
1+=
n

n- oo

1
cosg —mr
lim (e {“ )J= @os0m) = fosO= gl=

0]

15



23

24

25.

n2
lim,|[—— =
n-o\ 9n° +
jim 2292~ jim 100.(—2j =100.0= (
n_oo 3 n- o 3
5
lim %4 251‘;‘? L4 i, (25144 ( Zlﬂﬂs.l,ﬂf &

16

Bij een directe formule kun je het beste de linzigdlf met rekenregels berekenen. Bij een

recurrente betrekking kun je beter met een wehbskafe limiet berekenen.

b
+
lim 2" b_II a n_at0_ a
n-ecntd e d o ct0 c
n

a
im————=—
n~odn+em+ f d

an® an® a &
lim—- alsp >qdan: I|m——I|m— n =+oo
n-w hnd »pn? n-=p
an®” _ . an’_a
Als p=gdan:lim =lim =—
n-epn?  neehp® b
Alsp<gdan:
an® a . a
lim—=Ilim|—n"%|=—0=0
n-opn?  nes\ b b

16



26.

27.

17

n
Un:—n
2
5 25 107
U= 5= 55" 0,7812¢  u, =S = 0,0976¢
u20:22—(3§=3,8.104: 0,0003 ugozi—z:s,ss.w: 0, 00!
n2
We vermoeden lim [_”j =0
(n+2)* ,
U, ot (n+1)? 2 1 (n+1f 1(n+1j _ 1( 1)
v, === = — ==, == —] == 1I+=
u, n? 2™ n* 2 20U n 2 n
2n
2 2
Vl:l'(l-'-}j =2 szl'(l Ej __1_9__9
2 2 2) 24 8
_1( 1)2_116_16_2 _1( 1)2_1 25 2F
VA B Ll B e V== ]1+2 | =2 2=2
2 3 29 18 ¢ 2 4) 216 32

1 :
Als n groter wordt dan wordt de noemer vansteeds groter , dus wor&t steeds kleiner.
n n

Dan wordt ook 1+1 steeds kleiner . Het kwadraat dus ogky, wordt daarom ook steeds
n

kleiner. = v, is dus een monotoon dalende rij.

3
Gegeven de ripn:% en de rijvn:ﬂ metn=1,2,3, ...
u

n

(n+1y° . .
Uy o _(n+)* 22 (n+1) 2 _1(n+1)_ 1/, 1
Vo = - 3 T on 37 3 Toml T o' = =
u, n" 2 n n 2 20 n 2 n
2n

) 1 )
Als n toeneemt dan Wore?% steeds kleiner dus wordt ook 1+ steeds kleiner en dus wordt
n n

3 3
ook (1+1j steeds kleiner en daarom 003«(1+—1j =V, IS een monotoon dalende rij.
n n

17



C.

28.

18

1( 1) 1y’ 1 1 1
—.(1+—j <le (1+—j <2e BW=<¥2- =<I 2 n> ~3,85 (Ditmag
2" n n n n 32-1

want er geldt:n > 0) = Vanafn = 4 geldt het gevraagde.

3

v, :l.(1+ —1j 125:> Y - 125 = U = ESU Verder geldiu, = 125 U, en

2 4) 128 u, 128 128" 128

125 125 _( 125) 125 _( 125)3

U =—U=> U =—=.U = —| .U, enu,=—.U,=| —| .U, =

128 128 128 128 128

n-4 n-4
u, = (125j U, =u, = (125j EA' Aangezien er geldtlim (125j =0 volgt hier dus
128 128 16 n-=\ 128

uit dat ook geldt:

n3
limu, =0 :>I|m—=0

nooo n_,oo2

5
Gegeven de rip, = " ende rijv, =% metn= 1 , 2,3,

il un

(n+1y
+1 5 5 5
T R T ETE WS
u, n 1,8 1,8 1,8 n 9 n
1,8

) 1 )
Als n toeneemt dan Wore& steeds kleiner dus wordt ook 1+ steeds kleiner en dus wordt
n n

5 5
ook (1+1j steeds kleiner en daarom oe}(ﬂij =V, IS een monotoon dalende rij.
n n

5 5
g,(1+éj <le (1+_1j <_9@ 1+_1<§/:59@ _l<—]_+ 5_9:>n> 1 =

n n 5 n n 5 \/5
_1_|_5g

5
Er geldt: v, = §.(1+—1j 0,94 = 49=0,94= U, = 0,94u, Zo geldt ooku;; = 0,94 .Uy,
9 9 U

n > 8,02= vanafn =9 geldt dav, <1

= u;, =094 .u, Enverderu,=0,94.u, = u,=0,94°u, Aangezien er geldt:

_ o
lim0,94"° = 0 volgt hier dus uit datim (0,94"°u, ) = lim| 0,94° 00— = (
noco 9 nqm( 9) nqm( 1,89j 1,8

r]5
limu, =lim — =0
n-eo ne] §

18



29.

30.

19

1
Voora > 0 geldt dat : Iimda:Iim(a”j: a=1
n—oo Nn- oo
k
lim £p We weten dat er altijd geldiim n_n =0 voora> 1 Vergelijk nu deze twee limieten
p-x @ n-o g

enneenk =1 ;a=e em =p dan geldt volgens de standaardlimiet dat ook geldt
P

lim —=

paoo ep

Nu nemenwep =In(n) =>n=€=alsp - o dané - o =n - »

In{e’
00 e M) B0 B
neeo o opee gP oo € pc €

In(n)

n-o n3
In(n) _ 1 o
Uit onderdeel c volgtlim——==0 Stel nun= p® = alsn gaat naar oneindig dan gaat
j 1 Inp
.3 _1 I| In lp 0 —

nee
In(p
=lim

natuurlijk ookp naar oneindig= lim In(n) =lim T T

n- oo n p-co = p- =

p3 ps " pe

Wl

n( _,
n3

lim

n-oo

We weten uit onderdeel c dat geldim —— In(n) =0 Steln=p“metk>0 =

n-oo n

im P — i NP gy kIR _

=klim In (D—O want lim —= ()—

n-oo n P pk pP- pk p— d< n— oo
. In

lim (f) =0

p—o p

19



31.

32.

33.

34.

In(n)
imen =& =1
In(n) Lin(n) '”[”iJ 1
ime" =1<lime  =lelme' '=1<lim| n|=1< lim¥ =1
5 k

lim n/n =lim L =0 standaardlimiet !! Iimn—=0 meta> 1
n-w1 8 n-el8 n-o g"
lim Ye =1 want er geldt de standaardlimietim Ya=1 voora>0
lim 10.In() :Iim10.|nT(n5) =10.0 =0 want standaardlimielim In(kn) =0 voork>0
n- o ,\/ﬁ n- o n ! n- o n

1 10000
(1+T000 =1,0001"*° ~ 2,718 ere'~2,718

2 10000
(1+TOOO =1,0002""~ 7,388 ene’~ 7,389

_1 10000
(1+Tooo = 10,9999~ 0,368 ene’~ 0,368

n- oo

Vermoedelijk geldt fim (1+5j =e*
n

lim (1—3j = lim (1+__2j —g?
n-oo n n- oo n

20

20



35.

a. lim (1+1j =e Vervangn doorp®> = lim (1+ !
n-c n

p

_Zj =e wantalsn - o dan gaat ook?
n-o p

naar oneindig.

2 n’ n?
b. Iim(n ;’4J —||m(1+ij = ¢
n- o n N— o

36.

. n\ . 1 . 7" 1
lim| — | =lim|——| =lim ==
neeln+l)  neel o1 e

Dat mag niet . Neem bijv. de I|m|etdam1 =0 en lim— =0 en er geldt niet da% =
n— o n n-oo n

Het betekent alleen dat voor grote waardennvate formules naar een zelfde waarde gaan

3~| -

21

21



37. u,=1-u,_, metuy,=0,1

a. zie de figuur
b. v =\v_,+7 mety,=2
=

{VO 2 metg (X)=+/ x+ 7
v, = 9(Vy)

c. W,=0,1.0)°+5metw,=1

38a. Alsu, > d genomen wordt dan

'

ud

u3

22

u00,2

04

0,6

08 ul1

12

1.4

1

6 18 2

u(n)

blijft er sprake van convergentie. Als in de rechiiguur u, < d genomen wordt dan zal er nog
steeds sprake zijn van divergentie. De beweringAvandus niet waar.

38b. In de figuur hier rechts zie
je bij de dalende functie f
dat er sprake is van
divergentie.

Nu zie je in de figuur rechts
dat er sprake is van een
stijgende functie , terwijl er
convergentie is.

w

u(n+1)

N

u0

ul 3
u(n)

10
u(n+1)
9

'
N

6 ul

7 u2 g

9

u(n)

22



C.
39. Y
m y=X
y=d
o ' Cod ' '
In het gekleurde gebied heeft de f{d) een waarde tussen -1 en 0.
40.

{

a.

23

De bewering van C is waar. (zie de voorbeeldgiijrien en kijk naar de theorie op blz. 124)

U, =C

metf &)= 0,% + 0, %+
u,= f(u.)

Eerst op zoek naar de dekpunten

0,¢+0,X+ I=x = X+ 3+ 16 1K
X*=7x+10=0- (x— 2)(x-5F 0
= x=50x=2. Dit zijn dus de dekpunten.

=4

Zie de bijbehorende figuur:

Het dekpunt 5 ligt 3 eenheden rechts van het

dekpunt 2. Drie eenheden links van het dekpuﬁt 7
ligt x = -1 Het gebied tussen -1 en 5 ligt volgens de

contractiestelling helemaal in het gebied met
convergentie = convergentie voor -1 €<5

S

\:

21

y:O,lx/\2+0,3%

y=X

23



b.

4].

24

Voor het convergentiegebied hebben we nog noeligesultaat van de vergelijking:

0,1+ 0,X+ 1= 5= ¥+ X— 4G 0- & 5) 8 0 x B x-

f7

U < -8 geeft een divergente rij.
U, = -8 geeft de convergenterij: -8,5,5,.5,,

-8<u,<-5 = u,ligtdantussen 2 en5 dit geeft een convergameaar de waarde 2 en
dalend.

U =-5geeftderij-5,2,2,2, .... die coryent is.

-5 <u,<-1 geeft een convergente en stijgende rij naavatade 2 .
-1 <u, <5 geeft een convergente rij (zie a) met lindiet

U, = 5 geeft de convergenterij5,5,5,5,5,.....

U, > 5 geeft een divergente rij.

We krijgen dus: de rij convergeert voor<@ <5

limu, =2 voor -8 <c<5

n-oo

U =c
Gegeveny ° met (Y= &%
u,= f(u.)

24



a=1

Het dekpunt valy =x en
y=ée>* is(1,1)

25

uin+1}

Uy

Uz

f'(x)= 2% = f'(1)=-2<-1 = volgens de contractiestelling is er dus geenwater

aan te geven waarin de rij convergeert. (zie oogetekende figuur !!)

Als ¢ = 1 dan hebben we te maken met de constanté rifl:, 1, 1, 1..= convergent.

Als ¢ = -1 dan krijgen we te maken metde rij-1, 1, 111 ,....= buiten de eerste term een

constante rij en dus ook convergent.

b. Alsa=0,1danf(x) =" enf'(x)=-0,2x&°* Nu blijkt uit de GR dat voor

allex de functief ‘(x) duidelijk tussen -1 en +1 ligt> er treedt voor alle waarden
vanc convergentie op . Zie de bijgetekende figuur.

De limietwaarde krijg je
door het snijpunt te
berekenen vary =x en
y= e/L—o,1><2

Met intersect vinden we :
x~1,8969 =

limu, ~ 1,869

n-oo

Tug Uy

Uz

Y

25



Zo te zien is er sprake van
convergentie. De
limietwaarde krijg je uit het
snijpunt van de twee
grafieken.

X =£ xsin(0,1x) <

NE

x=0of 1 =isin(0,]x)

NE

=

N sin(O,Jx):%\/_s

=4

met f( X = 2

NE

.x%sin(0,1x) met D =< 0,16>

26

10 Uy

Uy 20

Up

0,Ix=1im+k.2r00,X=2m+ k.21 = x=2m+k20m0x=27+ k.207

Aangezien gegeven is dat het domein <Or>1@eldt dus :

n- oo

20

x=2mr0x=2m = limu, =3

26



27

uin+1)

200

0 1 olarfg 2o|ar;3 Uy 10w

b.  Nu het tweede snijpunt berekenen yan ix.sin(O,Jx) eny, =1§0ﬂ Met de optie

N

intersect vinden we x~ 28,13 en 10,47 voor allec met 10,47 < < 28,13 convergeert de
rij u, naar dezelfde waarde als bif 25.

43, y=-X+3x+4 A(-2,-6) en-1x<4

=>b=-2=AP,: y=2-2= snijpunt metde-asis (1,0=x=1=P; (1, 6)
Nu r.c.AP, = 8= (6)
1-(=2)
snijpunt met de-as is (-3,0) =% =-3 = P,(-3,23) = Tr.c.AR,is:
2%_(_6)_8711_ 1 oy, — _ o
“1-(-2) _E_SE = AP, :y=55+bdoorA(-2,-6) > b=5= AP, :y=55+5
2 2

Nu nogAP; snijden met de-as=> snijpunt(-%,0)= x, = -3

4 De lijn gaat ook door (-2,-6p verg.AP, : y = 4x +2 = het

b. Alsx=x, =P, (X,,—-x°+3x,+4) A(-2,-6)=r.cAP,is:

%, +3%,+4-(6)_ ~x"+ 3%+ 10_ - ('~ 3~ 10) = (4= St 2) ., g o5
X, —(=2) X, +2 X, + 2 X+ 2 % ol

27



44,

45.

28

= APyi: y=(5-X,).Xx+ b doorA(-2,-6)= -6 = (5-X,).(-2)+b=b=4-%, =
y=(5-%,).x+4- 2% Nu de lijn snijden met deas= 0= (5—-x, )X+ 4- 2%, <

(5-x%,)X=2%-4= X= 25)(“ 4 = de recurrente formule van de rij wordt:
-
_2x,—4
+1 5_Xn

We moeten eerst de dekpunten berekenen x.Stelx, =d =

d—2d d4 5d—d2:2d—4® d2—3d—4: O= (d_ 4)(d+ 1): O- o= 4 &=~

Het is duidelijk te zien in de figuur dat het j@istekpunt -1 is> lim x, = —

n-o

D Rin) ¢

AP, =x,=>BP,=6 —x, =

BQ =3(6-x%)=2-1% =

CQ =6-(2-3%)=4+3% =
CR=3(4+3%)=4+5% =
DR, =6-(3+5%)=%-3% =
DS, =3 -3%)=%-m %=
A§ =6-(§-5 %)=9+5 x=
AR %(9+217>%)‘4°+§1>%:>
X =39+ 5 X A P+1) Pn) B

S(n)

Q(n)

Aangezieng; ligt tussen —en +1 geldt
er dus dat de rij convergeert.

De grenswaarde berekenen we met de —
vergeliking: g=9£+%9 = x[n+1]

2(1)9_40 - =ﬂ)_81=_3=15

27" 80
= limx, =15

n-oo

x[n)

AP,=x,=BP,=8 —x, =

coslJA= cosIB= 0,5AB :—4 =
AC 10
BQ,

), = BP.cos] B=

(8-x,).0,4= 3,2 0,4, Verder geldt:

coslIB=

DB—BR‘ BR =B §1E= o
cos —%: R = BQ.co = Q)

n

0,4(3,2- 0,4, F 1,28 0,16 =

Pl+1] P[] RJn) B
— . X[n] 28

— x[n+1]



AR =8- BR =8- (1,28~ 0,16x F 6,72

0,16

COSDA:%: AS = AR.cos] A (6,72 0,1 ).0&4 2,688 0,06

cosDA:':L%:l: AP, = AS.cosl A= (2,688 0,064 ).0= 1,0762 0,02

= X, =1,0752+ 0,025

b.  De rij heeft een lineaire vorm waarhif 0,0256 dus tussen -1 eazlconvergentie>
De grenswaardeg volgt uit de vergelijking : g =1,0752+ 0,025 =

1,0752 3z .
=— =i

0,97449 = 1,075 - g=
9 J 0,9744 2¢ n

46.
a. AP =x= BP=6-x Ergeldt:

cosDB:'s—zi: 0,6= co§IB= I|33Q” =

BQ,=coslIBBP=0,6.(6- x 3,6 0,& =
cosDB:%: BR, = BQ.cos$] B=

n

0,6(3,6- 0,&, F 2,16 0,34
AR, =6- BR =6-(2,16- 0,36x » 3,84 0,3&
In A AR,S, geldt:

AC _8_4

tanLJA =tanlB—=—=—=
ik AB 6 3

tanDAﬁ§=%: AS= ARtard AR.S

3.(3,84+ 0,3&, F 5,12 0,48 Verder geldt:

CS,=8- AS=8-(5,12+ 0,48x ¥ 2,88 0,4&

29

32
% "%
C
Tin)
3[n]
Q[n)
ulllw _
A" P Pin] R(n)
*[n)

— . x[n+]

cosDC:gg — CT, = CS.co§l C=0,8.(2,88- 0,48 ¥ 2,304 0,384

BT, =10- CT, =10~ (2,304 0,384 3 7,696

cos1B :%: BP
BT

n

Verder geldt weerAP

n+l

Totaal geldt dusx.,, =1,3824- 0,2304,

b. Derijis lineair era = -0,2304 ligt tussen -1 en +& De grenswaardg vinden we uit de
vergelijking g =1,3824- 0,2304 -~ 1,230¢= 1,3824 ¢

0,38 Verder geldt :

> = co§1BBT = 0,6.(7,696 0,384 =) 4,6176 0,23

=6- BP,, = 6-(4,6176- 0,2304 3 1,3824 0,23

11,3824 86¢
1,2304  76¢

B

29
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48.

30

k:y=10-2x enl y= 6 1% B k

Po(1,0) Er geldt:

(r.c.PyQp). (r.c.k=-2 =r.c.PQ=0,5=
verg. PQ,:y=0,5x+b door (1,0=
0=0,5 +b = b =-0,5= de vergelijking van
PQyis:y=0,5-0,5

Nu deze lijn snijden mét=

10- 2x=0,5%- 0,5= — 2,%=- 10,5

X=4,2=y=10-8,4& 1,6 Q (4,2;1¢
Nu de vergelijkingy = 1,6 snijden met = 1
16=6-18c 1 Xx=440 x= % = /

Punt®: (3. 0) ol P P[ﬂ“]\ k

Nu :AP, =X, enAP =x,.; Nu in principe
dezelfde methode toepassenvergelijking loodrecht ofis :y = 0,5 + b door &.,0) =

0 =0,%, +b = b=-0,5%, = vergelijking doorP, is :y = 0,5¢— 0,5,

Nu deze lijn snijden mét= 0,5x- 0,5 = 10- X~ 2,%= 18 0,8 - x= 4 O0,8=>
y=10-2.(4+ 0,%, F 2 0,4 = Q, (4+0,2,;2- 0,4, , Nu de horizontale lijn dod®,
snijdenmet =6-1,%=2-0,4, = -1, X=-4-0,4, =« x=2+%x = P, (8+%x,0)
= X1 T 15 %+ 23

De rij heeft een lineaire vorm en er geldt -k << 1= de rij convergeert.

Nu de grenswaardgberekenen uit:tg+2<4=9g « -Hg=-% « g=8L=2=31=

lim x, =35

n-oo

n] Q[n)

£(x) =0,5¢ - 2x- i

/
N

Po(4,0) = Qo (4£(4)) = (4,-3)

f‘(-3) = 2= vergelijking van de
raaklijn is :y = 2x + b door (4 , -3=
-3=2.4+ = b=-11= de verg.
van de raaklijnisy =2x - 11

Nu de raaklijn snijden met deas=
2X=11=x=55=P;(5,5;0)

+1)

/
[EN

T

=

\

/
\

T

w

Nu:x, =% en X, =X, Q(n)

Nu doen we in principe weer
hetzelfde= =

B

30



31

P.(% , 0)= Q,(X,,0,5x” - 2x — 3) Ergeldtf'(x)=x-2= f'(x)=%-2 =
vergelijking raaklijn is nu:y= X, - 2x+b doorQ,= 0,5x°-2x — 3= (x,— 2)x + kL =
0,5%x° - 2x — 3= x’— 2%+ b= b=-0,5¢- ‘= raaklijnis :y=(x,—2)x+(-0,5%’ - 3)
Nu de raaklijn snijden meg = 0= 0= (x, —2)x+ (-0,5%° - 3)= (X,— 2)x= 0,5¢ + !

2 2
- x=w = We krijgen dus X ,, S05%7+3
X, =2 X, —2
0,5x° + 3
9(x) =
X=2

2
Voor de dekpunten geld%)’z d- 0,50°+3=d’-2d = - 0,5+ 20+ ZF (=

D=4-4.005).3=16> d :_2_—1/1_0Dd=L\/TO© d=2+/100d= 2-J/1C=

De dekpunten zijn dus2++/10 en 2-4/10

In de onderste figuur zie je de w
webgrafiek in een groter
domein. In de figuur hiernaast o v uin)
zie je dezelfde figuur I | | |
vergroot. Als weu, < 2 nemen
dan convergeert de rij zoals jg ‘
ziet naar het dekpunt ]
2-V10. 2

De betekenis van dit dekpunt
in figuur 24.24 is dat dit

dekpunt juist een snijpunt van
de functief is met de x-as. 4 \

Nemen wec en dusP, < 2
dus links van de top dan
nadertP, het linkersnijpunt van de grafiek

met de x-as. TELORATTEP TS NERS P TTe s B

I

L I
n="1.188005 ¥=-1.19p00%

31



49.

Bij opgave44 geldt in de grenssituatie dat : D R

AP =BQ=CR=DS= AP =x,enPB=6-x,, C
verder geldt QB= 1PB=1(6—x)=2-1 %

In deze limietsituatie geldt dus : 5
X =273% = 3%=2= X=1; =

lim x, =13 Q

n-oo

x[n]=x[n+1]

Bij opgave4s.

Net als bij opgave 44 bekijken we de grenssituatie. c
Er geldt dan AP=RB =

Als AP =x, dan geldt dusRB=x, enPR= 8 — X,

In A APS geldt:

cos(A)= 0,4 = 0,4~ 0,/AS= xo
AS

AS=2,5x

In A APS geldt :AS* = AP+ PS - 5 Q
PS? = (2,5X% - ®=5,25%

In A ARS geldt :ARF = AS + RS -
RS =(8- %°-(2,5% = .
64-16x+ X — 6,25¢ = 64 16— 5,2% K["lii 8-2x(n) x[n])
In A PRS geldtRS = PS+ PR=5,25 %+ (8- 2 ¥

Uit deze vergelijkingen volgt nu(8-x)* — (2,5x¥ = 5,25¢+ (8 X =

64-16x— 5,25¢ = 5,2%+ 64 32+ # - 14,5 -16K= 0= x (14,%- 16¥

— - 16 = 32 1 =32
x=0vervalt x = % =3¢ = mxn—ﬁ

32



Bij opgave 47 :

ky=10-Xenl:y= 6-1% y
Als hier nu de limietsituatie zou gelden

dan moeP, enP,,; met elkaar gaan Kk

(o]

samenvallen. We krijgen dan de
volgende situatie:

~

StelPR=p =
6-15=p=15%=6-p-< 6

XP=4'% |

/

en ook geldt:
10_3(Q:p - 2)(Q:10_p<:>

N

Xo=5-1p Voor de afstan®RQ geldt

w

dus:

N

RQ=(5-3p)—-(4-5p)=1+3p

Aangezien de r.c. vaRQ gelijk is aan 1

Q

p 1

V:U

1 geldt dus :1+¢ p T2 o) 1
2p=1l+ipe 12p= 6+ p 1

S

5
NO

— — 6 - 2 6 — 40 i — 40
4Q:I.:I.p—6<ﬁp—ﬁ_ :>Xp—4'§.ﬁ—ﬁ :>|Ian—ﬂ

n- oo




